Pocetni pisemna cast z Matematiky IT (A)
pro IES FSV UK
Letni semestr 2019/2020

Piiklad 1: Najdéte vSechna teSeni soustavy A.x = b pro nize uvedenou
matici A a pro tii uvedené vektory pravych stran:

71 8 2 0 1 37

8 1 8 2 0 1 44 5
A= S 4 5 9 ,bl— 1 ,bz— 1 ,b3— 0 (8 bOdU.)

0 4 194 2 6 1 0

Priklad 2: Urcete a nacértnéte definiéni obor funkce

f(z,y) = \/y? — arcsin z,

spoctéte jeji parcidlni derivace podle vsech proménnych vsude, kde existuji,
a napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodeé [0, 1, f(0,1)]. (9
bodu)

Piiklad 3: Dokazte, ze rovnice

x
arccos(log z + log y) = 3 arcsin

urcuje v néjakém okoli bodu [1,1] implicitné zadanou funkci y = f(z).
Spoctéte f'(1) a f”(1) a napiSte rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé
1, £(1)] (8 bodi)

Priklad 4: Najdéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte,
zda f téchto hodnot na M nabyva, pokud

fl@y,2) =2 —y*, M ={[z,y,2] € R®: 2 + y* <5, (x + 2)” + 2y° = 2}.
(15 bodu)

Priklad 5: Zjistéte, zda nasledujici fada konverguje absolutné, konverguje
neabsolutné nebo diverguje:

00 n(n+2)
3 2arctgn + arctg £
(—1)" < arctgn + arctg n) (10 bodi)

™

n=1



Vysledky

Priklad 1: Pro b, nema tfeseni. Pro b; nekonecné mnoho feseni ve tvaru
0,1 — 62t,t,—1 + 27t], ¢ € R. Pro bz nekoneéné mnoho feseni ve tvaru
(7,4 — 62t,t,—8 + 27t], t € R.

Priklad 2:
Dy = {[x,y] € R*}z € (—1,0) nebo z € (0,1) ay € (—oo, —Varcsinz) U

- , NS . = af _ _1
(Varcsinx, +00)} (obrazek viz nize, hranice patiido Dy). 3 P T

pokud z € (—1,1) a y* > arcsinz (tj. na vnittku Dy). g—i = Nﬁ,
pokud x € (—1,1) a y* > arcsinz (tj. na D; bez modré kiivky vpravo).

g—j; v hrani¢nich bodech nemé smysl pocitat (D; neobsahuje vodorovnou
usecku kolem takovych bodu).

g—g mé z vynechanych bodu smysl pocitat jen v bodé [0,0] (v ostatnich

piipadech D; neobsahuje svislou usecku kolem pifslusného bodu). %(O, 0)
neexistuje.

y = £Varcsinz

Piiklad 3: f'(1) = —1, f"(1) = —2~. Rovnice tecny: y = 1—1-(z —1) (tj.
2+v3

y=2-—u1).
Piiklad 4: Maximum /5 v bodech [v/5,0,+v2 — /5], minimum —3 v
bodech [-2,1,2] a [-2,—1,2].

Piiklad 5: Rada konverguje absolutné. (Podle odmocninového kritéria,

lim {/]a,| = e~ /™)



Pocetni pisemna ¢cast z Matematiky 11 (B)
pro IES FSV UK
Letni semestr 2019/2020

Priklad 1: Spoctéte inverzni matici k matici

120 24 6 2
120 24 6 6
120 24 24 24
120 120 120 120

Navod: Uvazte matici B, kterd vznikne z A vyndsobenim prvniho radku

¢islem 1, druhého fadku %, tfettho fadku = a ¢tvrtého radku —i-, nejprve
spoctéte B! a z toho odvodte tvar A" (8 bodu)

A:

29 24 1207

Priklad 2: Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce

f(z,y) = log (¢® — el=T21l)

spoctéte jeji parcidlni derivace podle vSech proménnych vsude, kde existuji,

a napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodeé [1, 3, f(1,3)].

(9 bodu)
Priklad 3: Dokazte, ze rovnice
sin(e” — €¥) 4 3sin i cos(x —y) =1
urcuje v néjakém okoli bodu [r, 7| implicitné zadanou funkci y = f(z).
Spoctéte f'(m) a f”(m) a napiSte rovnici teény ke grafu funkce f v bodé
[, f ()] (8 bodi)

Piiklad 4: Najdéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte,
zda f téchto hodnot na M nabyva, pokud

f<m7yv Z) = $2+5Z2—|—2y2, M= {[l’, Y, Z] S RSZ (:E_Z)2+y2 = 4,$—7y—2+2 > O}

(15 bodu)

Priklad 5: Zjistéte, zda nasledujici fada konverguje absolutné, konverguje
neabsolutné nebo diverguje:

Z(—l)nsms(m Elz—lﬁ\)/ﬁ ) (10 bodi)



Vysledky

Priklad 1:

S
PN

0 0 0 96 480
0 L _19 5 0 49 1
B! = 3 12 4 G 18 288 96
1 _ 11 4 0 ) 1 _11 1 0
2, e 3 4 RE 18
-3 3 00 -z 1 0 0

Priklad 2:

D; = {[z,y] € R%|z| + 2Jy| < 3} (obrézek viz nize, je to kosottverec
of _ —elo2lvlseng

bez hranice). 7% = ~S—gmsnr pokud [z,y] € Dy a @ # 0 (tj. vynechd
se prislusnd ¢ést osy y). 9 = =2 25gny pokud [z,y] € Dy ay # 0 (tj.

By 6376|‘"H’2‘y‘
vynechd se piislusnd ¢ast osy z).
33

%(O’y) proy € (—3,%) a %(x,O) pro x € (—3, 3) neexistuje.

™ 2 ™ 2
» ) 9e7_3 e _em. 2e" -3 _ 1728 -3 24(2 27r_3
Pifklad 3: f/(7) = 223, f(r) = (%”jﬂlg( ) .
2e™—3
22ﬂ+3 '

Piiklad 4: f neni na M shora omezend (napiiklad body [n + 2,0,n] € M

pron € N a f(n+2,0,n) - +00), supremum ani maximum tedy neex-
istuje. Minimum je % v bodech [—g,O, %] a [270,—%]. Ze jde opravdu o

minimum plyne napiiklad z toho, ze mnozina {[x,y, z] € M: f(x,y,z) < C}
je kompaktni pro kazdé C' > 0.

Rovnice teény: y = 7 + (x —m).

Piiklad 5: Rada konverguje absolutné. Rada absolutnich hodnot lze srovnat
s fadou ), —7.



Pocetni pisemna ¢ast z Matematiky II (C)
pro IES FSV UK
Letni semestr 2019/2020

Priklad 1: Spoctéte hodnost nasledujici matice v zavislosti na parametrech
r,y,z € R:

-3 1 1 -4 y—>5z—-12

9 0 6 9 4—z

7 1 2 7 2 . (8 bodu)
10 =3 13 10 13

3 6 =15 3 —15

Priklad 2: Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce
f(z,y) = arccos (z — cosy),

spoctéte jeji parcidlni derivace podle vSech proménnych vsude, kde existuji,
a napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodeé [1,0, f(1,0)].

(9 bodu)
Priklad 3: Dokazte, ze rovnice
t 2t 2t t
log—gxg &Y +log—g$+ 89 _ g
urcuje v néjakém okoli bodu [F, 7] implicitné zadanou funkci y = f(z).
Spoctéte f'(§) a f”(%) a napiste rovnici teény ke grafu funkce f v bodé
13 F(D]- (8 bodi)

Piiklad 4: Najdéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte,
zda f téchto hodnot na M nabyva, pokud

f(l',y,Z) = %—yZ—QZ,M = {[.I',y,Z] € RS: $2+2y2 S 27 <$—2Z)2+y2 = 5}
(15 bodu)

Priklad 5: Zjistéte, zda nasledujici fada konverguje absolutné, konverguje
neabsolutné nebo diverguje:

g(—l)” - - sin (% - \/n1—+1> (10 bodit)



Vysledky

Priklad 1:
5 pokud x#1az# -2,

pokud x #1az= -2 nebox=1az # -2,

Hodnost je
neboxr=1,z=—-2ay+# 3,
3 pokudx=1,2=-2,y =3.
Priklad 2:
Dy ={[x,y] € R} =1+ cosy <z <1+ cosy} (obrdzek viz nize, hranice

. s s R of _ -1 of _ —siny
je soucasti definicniho oboru). 5= = By fp— a 5 = ———— pokud
z 1—(z—cosy)? Y \/1—(z—cosy)?
—1+4cosy <x <1+ cosy (tj. na vnitiku Dy).
% v hrani¢nich bodech nemd smysl pocitat (Dy neobsahuje vodorovnou
usecku kolem takovych bodu).
g—g mé z vynechanych bodu smysl pocitat jen v bodech [0, kx], k € Z. (V

ostatnich pfipadech D; neobsahuje svislou tsecku kolem piislusného bodu).
2—5(0, k) neexistuje.

Tecnd rovina: z = § — (z — 1).

Priklad 3: f'(3) = —1, f"(5) = —%. Rovnice tetny: y =5 — (z — T) (tj.
y=735—x)

Priklad 4: Minimum —3 v bodech [0, £1, 1], maximum /5 v bodech [z, 0, $_2\/5],
T e <_\/§7 \/§>

Piiklad 5: Rada konverguje neabsolutné. Rada absolutnich hodnot lze
srovnat s fadou ), \/Lﬁ Lze pouzit Leibnizovo kritérium.

2



Pocetni pisemna cast z Matematiky II (D)
pro IES FSV UK
Letni semestr 2019/2020
Piiklad 1:Necht

1 2 3 4 5
6 78 9 10
A= 1 739 5
10 2 8 4 6
5 7 8 9 1

a B necht je matice, kterd vznikne z A tak, Ze prvni faddek vydélime dvéma,
druhy fadek vydélime tifemi, tfeti fadek vydélime ¢tyimi, ¢tvrty fadek vy-
deélime péti a paty radek vydélime Sesti. Spoctéte det(A) a det(A - (BT)71).

(8 bodu)

Priklad 2: Urcete a nacértnéte definiéni obor funkce

RS
f(z,y) = log W

spoctéte jeji parcidlni derivace podle vSech proménnych vsude, kde existuji,
a napiste rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodé [—1,3, f(—1, 3)].

(9 bodu)
Priklad 3: Dokazte, ze rovnice
. 7T
arctg(z + siny) + arctg(z + cosy) = 1
urcuje v néjakém okoli bodu [1,7] implicitné zadanou funkci y = f(z).
Spoctéte f'(1) a f”(1) a napiSte rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé
[1, f(D)]. (8 bodi)

Piiklad 4: Najdéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte,
zda f téchto hodnot na M nabyva, pokud

f(@,y,2) = 32" +y*+22*, M = {[z,y, 2] € R®: 92+9248y* = 9, z+y+2 < 2}.
(15 bodu)

Priklad 5: Zjistéte, zda nasledujici fada konverguje absolutné, konverguje
neabsolutné nebo diverguje:

f: <10gcos (\g’/nz—i—n— \B/n?+1>>2 (10 bodu)

n=1



Vysledky

Piiklad 1: det(A) = —2000, det(B) = —22, det((BT)™!) = -2
det(A - (BT)™") = 360.

Priklad 2:
Dy ={[z,y] € R% 2z € (0,1) nebo z <0 ay € (—oo, ¥/z) U (—¥z,+00)}
, . ,o e " e g o —|y‘—l
(obrazek viz nize, hrani¢ni body nepatii do definicniho oboru). 2I = SV (- Yyt )
pro [z,y] € Dy, x # 0 (tj. vynechd se osa y — pfesnéji osa y bez pocatku,

ktery v Dy nenf). g—i = ‘;ﬁgg/% pro [z,y] € Dy, y # 0 (tj. vynechaji se body
[,0], z € (0,1)).

g—f;((),y) pro y # 0 neexistuje. g—g(:p,()) pro z € (0,1) rovnéz neexistuje.
ma z vynechanych bodu smysl pocitat jen v bodech

Tecnd rovina: z = —3(z + 1) — 3(y — 3).

~~ao
-
~

-
-
-

Piiklad 3: f'(1) = 3, f”(1) = 14. Rovnice teény: y =7 + 3(z — 1).
Piiklad 4: f neni na M shora omezend (napiiklad [1 — %yQ,y,O] e M

pro y > 0 dost velké a f(1 — %y2,y,0) — +00), maximum ani supremum
tedy neexistuje. Minimum je 312 v bodech [, :I:%ﬁﬁ, =] Ze jde opravdu o

minimum plyne napiiklad z toho, ze mnozina {[z,y, 2] € M: f(x,y,z) < C}
je kompaktni pro kazdé C' > 0.

Pi#iklad 5: Rada konverguje absolutné. Ma nezdporné ¢leny a lze ji srovnat
s fadou ), —i7.




Pocetni pisemna cast z Matematiky II (E)
pro IES FSV UK
Letni semestr 2019/2020

Piiklad 1: Najdéte vSechna teSeni soustavy A.x = b pro nize uvedenou
matici A a pro tii uvedené vektory pravych stran:

by = , by = by = (8 bodu)

>

I
O Ot Oy W
~N W O
O O N &>
N 2
S WO
N DN = =
S O =

Priklad 2: Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce

f(z,y) = arcsin _yrr
’ 2?+x+1

spoctéte jeji parcidlni derivace podle vSech proménnych vsude, kde existuji,
a napiste rovnici teéné roviny ke grafu funkce f v bodeé [1, -1, f(1,—1)]. (9
bodu)

Priklad 3: Dokazte, ze rovnice

sin(arctg z + arctg 2y) + cos(arctg x + arctg2y) = 1

urcuje v n¢jakém okolf bodu [—1, 1] implicitné zadanou funkei y = f(x).

Spoctéte f'(—1) a f”(—1) a napiSte rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé
[—1L f(=1)]. (8 bodu)

Piiklad 4: Najdéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a zjistéte,
zda f téchto hodnot na M nabyva, pokud

1
flz,y,2) = (x—z)'yQ, M ={[z,y, 2] eR®: 222 +2 422 =12 4+2> 5}
(15 bodu)

Priklad 5: Zjistéte, zda nasledujici fada konverguje absolutné, konverguje
neabsolutné nebo diverguje:

i(—l)” < Vi +8n = Vin? —n ) (10 bodi)

vnt + 3n2 — /nt — 2n?

n=1



Vysledky

Priklad 1: Pro b; nema tfeseni. Pro by nekonecné mnoho feseni ve tvaru
2 — 5t,2t — 1,3t — 1,t], t € R. Pro by nekoneéné mnoho feseni ve tvaru
[1—5¢,2t,3t —1,t], t € R.
Priklad 2:

Dy = {[z,y] € R} —(x +1)? < y < a® + 1} (obrézek viz nize, hranice

ws af _ 1 —z2+1-2zy— of _ 1 1
patif do Dy). T — ggxzﬂﬁﬁlz Y a By e \2  T2FaHl
\/1‘(m) \/“(m)
pokud —(z 4+ 1)? <y < 2?+ 1 (tj. na vnittku Dy).
of

oy v hrani¢nich bodech nemd smysl pocitat (D neobsahuje svislou tsecku
kolem takovych bodi).

% mé z vynechanych bodu smysl pocitat jen v bodech [0,1] a [—1,0]
(v ostatnich ptipadech Dy neobsahuje vodorovnou tsecku kolem piislusného
bodu). —( 1,0) a a£(0,1) neexistuji.

Tecné rovina: z—0+%(x—1)+ (z+1) (=i(z+y)).
/,/yx h
y:—<$+1)2\> -1 L

Priklad 3: f'(-1) = —3, f”(—1) = 0. Rovnice teény: y = 3 — 3 - (z + 1)
(tj. y = —3x).

Priklad 4: Maximum 1 v bodech [3, \/5, 0], minimum — 4 v bodech |0, :t\%, 3.

Piiklad 5: Rada konverguje absolutné. (Podle odmocninového kritéria,

lim {/|a,| = 5.)



